
黑河学院课程教案 

课程 

类型 

必修 公共基础课（  ）；专业基础课（  ）；专业课（ √ ） 考核 

方式 

考试（√  ）； 

考查（  ） 
选修 限选课（  ）；任选课（  ） 

章节名称 2.2聚点，内点，界点（2学时） 

教学目标 

知识目标：深刻理解内点、外点、界点、聚点、孤立点的概念，清楚它们的区别与联

系，能够应用所学知识求出给定集合的这些相关的点集。 

能力目标：培养学生的空间想象能力，锻炼学生的逻辑思维，提高学生的推理论证能

力。 

思政育人目标：在点与集合的教学过程中，强调团结，凝聚力的重要性，对学生进行

互助友爱方面的教育。 

教  学 

重  点 

难  点 

 

教学重点：内点、外点、界点、聚点、孤立点的概念 

教学难点：内点、外点、界点、聚点、孤立点的判断 

思政映射

与融入点 

1.知识回顾中总结无限集合的特点，有理数是可数集合的事实，引导学生体会量

变达到质变的道理，教育积累的重要性，对考研学生每天学习的重要性。同时，启发

学生感受数学的严谨与数学的美，以及人类思维的伟大，提高学生学习数学的兴趣。 

2.在聚点和孤立点的教学过程中，强调团结，凝聚力的重要性，对学生进行互助

友爱方面的教育。 

3.通过课后习题同一个集合在二维空间和三维空间中，分别求它的聚点和内点，

分析结果，引导学生发现从不同角度分析问题，会有不同的结果。教育学生一是要多

角度考虑问题，二是解决问题时，转换思维的重要性。启发学生要辩证的看待问题，

培养学生辩证思想。 

教学方法 

和手段 

 

教学方法：课堂讲授法、练习法 

教学手段：黑板 

 

 

 

 

 

 

教学过程 

教学组织 教学内容 设计目的 

知识回顾 

3 分钟 

在第一章我们学习了 

1.集合的运算，主要包括集合的交、并、差、补，

集合列的上极限、下极限、极限，集合的直积。 

2.集合的基数，实际是集合元素个数的推广，在这

个基础上学习了可数集合，发现了一个不可思议的事实

“自然数和有理数个数一样多”，一个无限集合可以与

1.加深学生对所

学的知识的理解

和记忆，了解知

识的前后联系。 

2.使学生了解数

学历史，.体现人

类思维能力的伟



它的真子集对等，这是人类数学史上的一个重要里程碑 

    3.可数集合与不可数集合的相关知识。 

大。提高学生学

习数学的兴趣，

感受数学的美。 

3.从有限到无限

发生了质的飞

跃，教育学生积

累的重要性。 

课程导入 

2 分钟 

第一章的学习是对集合一个宏观的认识，那么集合

内部元素之间或者点与集合之间具有什么样的关系

呢？这节课我们就来学习点与集合之间的关系。 

1.对新知识有一

个整体的认识。 

2.引发学生思考，

提高学生学习的

主动性。 

主体部分 1 

12 分钟 

一、点与集合的关系 

设𝐸是𝑅𝑛中的点集，𝑃0是𝐸中的一个定点，从𝑃0的

附近是否有𝐸中的点，有这样的三种情况。 

一是点𝑃0的附近没有𝐸中的点 

二是点𝑃0的附件全部都是𝐸中的点 

三是点𝑃0的附件有𝐸中的点，也有不是𝐸中的点 

根据上面情况，给出定义 

1.内点、外点、界点 

定义 1 如果存在𝑃0的一个邻域 U(𝑃0)，使得

U(𝑃0)   ，则称𝑃0为𝐸的内点。 

如果存在𝑃0的一个邻域U(𝑃0)，使得U(𝑃0) ∩    ，

则称𝑃0为𝐸的外点。 

如果存在𝑃0的任何邻域既有属于𝐸的点，也有不属

于𝐸的点，则称𝑃0为𝐸的边界点。 

                                          Q 

 

        P 
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1.使学生了解内

点、外点、边界

点定义产生的背

景。 

2.掌握内点、外

点、边界点的定

义。 

3.以坐标平面上

的点集为例，比

较形象的发现内

点、外点、界点

与集合的关系。 

辅助主体

部分 1 

18 分钟 

举例：求集合𝐸  *(   )     +   < 4+的所有

内点，外点，界点。 

答案：𝐸的所有内点为*(   )  <   +   < 4+ 

𝐸所有外点为 

*(   )   +   ≥ 4+ ∪ *(   )   +   <  + 

𝐸所有边界点为 

*(   )   +    4+ ∪ *(   )   +     + 

提问：由上面的例子可以知道一个集合的内点一定

是属于𝐸还是不属于𝐸？外点呢？边界点呢？ 

答案 一个集合的内点一定是属于𝐸 

一个集合的内点一定是不属于𝐸 

一个集合的内点可能属于𝐸，可能不属于𝐸 

1.通过例题进一

步理解内点、外

点、边界点的定

义，巩固新知识，

同时，培养学生

的几何作图能力 

2.根据学生对例

题的理解，掌握

学生学习情况。 

3.通过提问，引发

学生思考，加强

学习的主动性 



                    

y  

 

 

o                  x         

                                      

 

 

主体部分 2 

10 分钟 

设𝐸是𝑅𝑛中的点集，𝑃0是𝐸中的一个定点，从𝑃0的

附近有𝐸中的多少个点，有这样的三种情况。 

一是点𝑃0的附近有𝐸中无穷多个点 

二是点𝑃0的附件有𝐸中的有限个点，包括𝑃0 

三是点𝑃0的附件没有𝐸中的点，𝑃0有不是𝐸中的点 

2.聚点、孤立点、外点（同上） 

（1）定义 2设𝐸是𝑅𝑛中的点集，𝑃0是𝐸中的一个定

点，若𝑃0的任何邻域都含有无穷多个点属于𝐸，则称𝑃0为

𝐸的聚点。 

定义 3 如果𝑃0属于𝐸，但不是𝐸的聚点，则称𝑃0为𝐸

的孤立点。 

𝑃0为𝐸的孤立点指的是不是𝐸的聚点，直观的叙述怎

样叙述呢？ 

如果𝑃0属于𝐸，如果𝑃0的一个邻域 U(𝑃0)，使得邻域

内含有𝐸的有限个点，也就能够使得存在一个邻域只含

有𝐸一个点，所以如果存在一个邻域，使得 

U(𝑃0)∩   *𝑃 +，则称𝑃0为𝐸的孤立点。 

    总结：所有𝑅𝑛中的点，对集合𝐸来说，必是内点、

外点、界点之一且只是一种。 

1.学生了解聚点、

孤立点定义产生

的背景。 

2.掌握聚点，孤立

点的定义。 

3.从聚点和孤立

点的定义出发，

启发学生在班级

学习和生活中注

意团结，友爱，

互帮互助，才能

融入集体 。同

时，班级要有凝

聚力，要有向心

力，每个同学要

有奉献精神，无

私精神，班级才

能更好，国家才

能强大。 

主体部分 2

辅助部分 

17 分钟 

举例 求集若果合𝐸  *(   )    
 +   < 4+的

所有聚点，求集合𝐸  *
 

𝑛
        +的所有孤立点。 

答案： 𝐸 的所有聚点𝐸  *(   )    
 +    4+ 

 𝐸 的所有孤立点的集合*
 

𝑛
        + 

提问：一个集合的聚点属于𝐸还是不属于𝐸？一个集

合的孤立点属于𝐸还是不属于𝐸？ 

答案  一个集合的聚点可能属于𝐸可能不属于𝐸 

一个集合的孤立点一定属于𝐸 

    总结：所有𝑅𝑛中的点，对集合𝐸来说，必是聚点、

孤立点、外点之一且只是一种。 

通过例题进一步

理解聚点和孤立

点的定义，深刻

理解聚点与集合

之间的关系。 

主体部分 3 

15 分钟 

（2）聚点的三个等价命题 

定理 1 下面的三个陈述是等价的 

（1）𝑃0是𝐸的聚点； 

（2）𝑃0的任何领域内，至少含有一个属于𝐸而易于

𝑃0 的点； 

1.了解聚点的三

种等价叙述，理

解证明过程。 

2.通过定理的证

明，培养学生严



（3）存在𝐸中互异的点列*𝑃𝑘+，使 0kP P (𝑘 →∞) 

证明 （1）→（2） 

（2）→（3） 

（3）→（1） 

谨的数学思维，

锻炼学生的逻辑

思维能力和推理

论证能力。 

主体部分 3 

11 分钟 
    课后习题 P35,2,3 

1.巩固所学习的

知识点。 

2.通过学生习题

情况，了解学生

本节课掌握情

况，进行有针对

性的总结。 

3.在习题讲解过

程中，引导学生

发现不同角度考

虑问题得到不同

结果，教育学生

多角度思考问题

和辩证的解决问

题的重要性。 

总结 

2 分钟 

1.内点、外点、界点的定义 

2.聚点、孤立点的定义 

3.聚点的等价叙述 

加深学生对本节

课知识的理解与

掌握。 

本节内容

最新研究

进展 

无  

课后活动 
查阅集合论的相关内容，以及建立者康托尔的生

平，做个小发言。 

了解数学的相关

发展史以及相关

数学家对数学做

出的贡献，鼓励

学生立志成才，

努力上进。 

作业题 

和思考 

题布置 

 

思考：如果一个集合每个点都是孤立点，那么这个集合有聚点吗？ 

作业：P51，1 

 

参考资料 

1.周民强.实变函数论[M].北京:北大出版社,2005 年. 

2.国防科技大学应用数学教研室.实变函数论习题解答[M].长沙:湖南科学技术出版

社,2010 年. 

3.齐霄霏,闫晓红,石瑞青.实变函数与泛函分析基础全程导学及习题全解[M].北京:中

国时代经济出版社,2007年. 



要求自 

学内容 

无 

双语内容 无 

教学后记 

（经验教

训、学生

反映、改

进意见） 

 

教研室主

任审查签

字 

 



 


